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Solusi Sistem PDB Homogen
Sistem PDB homogen atau sistem homogen dapat dipresentasikan sebagai:

x̄′(t) = Āx̄ (1)

Asumsikan solusi berbentuk:

x̄ = v̄eλt (2)

dimana: λ adalah skalar (selanjutnya disebut nilai eigen) dan v̄ adalah vektor (selanjutnya disebut
vektor eigen).

Jika Pers. (2) disubstitusi ke Pers. (1), maka

λv̄eλt = Āv̄eλt.

Karena eλt ̸= 0, maka diperoleh:

Āv̄ = λv̄ atau (Ā− λI)v̄ = 0̄ (3)

dengan I adalah matriks identitas.
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Solusi Sistem PDB Homogen (lanj.)

Dalam Aljabar Linier agar Pers. (3) memiliki solusi non-trivial, maka (Ā− λI) harus singular.
Syarat singular adalah determinannya adalah 0 (nol), sehingga:

|Ā− λI| = 0 (4)

Pers. (4) adalah persamaan/polinomial karakteristik dari matriks Ā

• Jika matriks Ā berukuran n× n, maka polinomial karakteristiknya berderajat n.
• λ disebut nilai eigen dari matriks Ā.

Untuk setiap λ temukan vektor v̄ dengan menyelesaikan (Ā− λI)v̄ = 0̄ dimana v̄ disebut vektor
eigen dari setiap nilai eigen λ.

Ada beberapa kasus yang mungkin berkaitan dengan λ (dalam matriks Ā2×2):
(i) λ1 & λ2 real dan berbeda
(ii) λ1 & λ2 konjuget kompleks
(iii) λ1 & λ2 kembar
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(i) λ1 & λ2 real & berbeda
Solusi umum dari x̄′ = Āx̄ adalah

x̄gen(t) = c1e
λ1tv̄1 + c2e

λ2tv̄2

Contoh 1: Ubah persamaan diferensial tingkat 2 berikut ke dalam sistem PDB homogen:
x̄′ = Āx̄,

y′′ − 5y′ + 6y = 0

selanjutnya selesaikan sistem tersebut!

Jawab: Misalkan
x1 = y → x′

1 = y′ = x2

x2 = y′ → x′
2 = y′′ = 5y′ − 6y = 5x2 − 6x1

atau diubah dalam bentuk matriks x̄′ = Āx̄, maka diperoleh:

x̄′ =

[
0 1
−6 5

]
︸ ︷︷ ︸

Ā

x̄
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Dicari nilai eigen dari matriks Ā:
|Ā− λI| = 0∣∣∣∣[ 0 1

−6 5

]
−
[
λ 0
0 λ

]∣∣∣∣ = 0 →
∣∣∣∣ −λ 1
−6 5− λ

∣∣∣∣ = 0

sehingga diperoleh
(−λ)(5− λ)− 1(−6) = 0

λ2 − 5λ+ 6 = 0 → (λ− 3)(λ− 2) = 0

λ1 = 3 atau λ2 = 2

Mencari vektor eigen dari nilai eigen:
• λ1 = 3 → (Ā− λI)v̄ = 0̄[

−3 1
−6 2

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
dituliskan dalam matriks diperbesar−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

[
−3 1 0
−6 2 0

]
OBE:[

−3 1 0
−6 2 0

]
B2→B2−2B1−−−−−−−−→

[
−3 1 0
0 0 0

]
→

−3v1 + v2 = 0
3v1 = v2

misal: v1 = 1 → v2 = 3
→ v̄(1) =

[
1
3

]
Heri Purnawan Sistem Persamaan Diferensial Biasa (Bagian 2) 5 11



• λ2 = 2 → (Ā− λI)v̄ = 0̄[
−2 1
−6 3

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
dituliskan dalam matriks diperbesar−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

[
−2 1 0
−6 3 0

]
OBE:[

−2 1 0
−6 3 0

]
B2→B2−2B1−−−−−−−−→

[
−2 1 0
0 0 0

]
→

−2v1 + v2 = 0
2v1 = v2

misal: v1 = 1 → v2 = 2
→ v̄(2) =

[
1
2

]

Jadi, solusi umum dari sistem tersebut adalah

x̄(t) = c1e
3t

[
1
3

]
+ c2e

2t

[
1
2

]
artinya:

x1 = y = c1e
3t + c2e

2t dan x2 = y′ = 3c1e
3t + 2c2e

2t

Catatan: Untuk perbandingan hasil, selesaikan dengan PDB tk. 2 homogen.
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(ii) λ1 & λ2 konjuget kompleks
Jika λ1,2 = α± iβ adalah eigen-eigen dari matriks Ā2×2 dengan eigen vektor v̄1,2 = ā± ib̄,
dengan α, β ∈ R dan ā, b̄ ∈ R2, maka solusi real untuk x̄′ = Āx̄ adalah

x̄(1)(t) = (ā cosβt− b̄ sinβt)eαt

x̄(2)(t) = (ā sinβt+ b̄ cosβt)eαt
}

solusi umum−−−−−−−→ x̄gen(t) = c1x̄
(1)(t) + c2x̄

(2)(t)

Contoh 2: Tentukan solusi sistem homogen x̄′ = Āx̄ dengan

Ā =

[
2 3
−3 2

]
Jawab: Dicari nilai eigen dari matriks Ā:

|Ā− λI| = 0∣∣∣∣[ 2 3
−3 2

]
−
[
λ 0
0 λ

]∣∣∣∣ = 0 →
∣∣∣∣ 2− λ 3

−3 2− λ

∣∣∣∣ = 0 → (2− λ)2 − 3(−3) = 0

sehingga diperoleh
λ2 − 4λ+ 13 = 0

diperoleh−−−−−→ λ1,2 = 2± 3i
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Mencari vektor eigen dari nilai eigen:
• λ1 = 2 + 3i → (Ā− λI)v̄ = 0̄[

2− (2 + 3i) 3
−3 2− (2 + 3i)

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
dituliskan dalam matriks diperbesar−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

[
−3i 3 0
−3 −3i 0

]
OBE:[

−3i 3 0
−3 −3i 0

]
B2→B2× 1

3−−−−−−−→
1⃝

[
−i 1 0
−3 −3i 0

]
B2→B2× 1

3−−−−−−−→
2⃝

[
−i 1 0
−1 −i 0

]
B1→B1×i−−−−−−→

3⃝

[
1 i 0
−1 −i 0

]
B2→B2+B1−−−−−−−−→

4⃝

[
1 i 0
0 0 0

]

v1 + iv2 = 0
v1 = −iv2

misal: v2 = 1 → v1 = −i

diperoleh−−−−−→ v̄(1) =

[
−i
1

]
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• Untuk λ2 = 2− 3i dengan cara yang sama, maka diperoleh

v̄(2) =

[
i
1

]
Oleh karena itu,

v̄1,2 =

[
0
1

]
︸︷︷︸
ā

±i

[
−1
0

]
︸ ︷︷ ︸

b̄

Jadi, solusi umum dari sistem tersebut adalah

x̄(1)(t) =

([
0
1

]
cos 3t−

[
−1
0

]
sin 3t

)
e2t

dan

x̄(2)(t) =

([
0
1

]
sin 3t+

[
−1
0

]
cos 3t

)
e2t
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(iii) λ1 & λ2 kembar
Jika matriks Ā2×2 memiliki nilai eigen yang sama, katakan λ dengan hanya 1 (satu) vektor eigen
v̄, maka sistem x̄ = Āx̄ mempunyai solusi

x̄(1)(t) = eλtv̄ dan x̄(2)(t) = eλt(v̄t+ ω̄)
solusi umum−−−−−−−→ x̄gen(t) = c1x̄

(1)(t) + c2x̄
(2)(t)

dimana vektor ω̄ adalah salah satu dari banyak solusi dari sistem berikut:
(Ā− λI)ω̄ = v̄

Contoh 3: Tentukan solusi dari sistem x̄′ = Āx̄ dengan

Ā =
1

4

[
−6 4
−1 −2

]
Jawab: Dicari nilai eigen dari matriks Ā

|Ā− λI| = 0∣∣∣∣14
[
−6 4
−1 −2

]
−
[
λ 0
0 λ

]∣∣∣∣ = 0 →
∣∣∣∣ − 6

4 − λ 1
− 1

4 − 2
4 − λ

∣∣∣∣ = 0 →
λ2 + 2λ+ 1 = 0

(λ+ 1)2 = 0
λ1,2 = −1
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Dicari vektor eigen untuk λ = −1, dimana (Ā− λI)v̄ = 0̄:[
− 6

4 + 1 1
− 1

4 − 2
4 + 1

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
→

[
− 1

2 1
− 1

4
1
2

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
matriks diperbesar−−−−−−−−−−→

[
− 1

2 1 0
− 1

4
1
2 0

]
OBE:[

− 1
2 1 0

− 1
4

1
2 0

]
B2→B2− 1

2B1−−−−−−−−−→
[

− 1
2 1 0
0 0 0

]
→

− 1
2v1 + v2 = 0

v2 = 1
2v1

misal: v1 = 2 → v2 = 1

diperoleh−−−−−→ v̄ =

[
2
1

]

Mencari vektor w̄ yang memenuhi (Ā− λI)w̄ = v̄:
OBE:[

− 1
2 1 2

− 1
4

1
2 1

]
B2→B2− 1

2B1−−−−−−−−−→
[

− 1
2 1 2
0 0 0

]
→

− 1
2ω1 + ω2 = 2

misal: ω1 = 2
−1 + ω2 = 2 → ω2 = 3

diperoleh−−−−−→ ω̄ =

[
2
3

]
Jadi,

x̄(1)(t) =

[
2
1

]
e−t dan x̄(2(t) = e−t

([
2
1

]
t+

[
2
3

])
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