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Solusi Sistem PDB Homogen

Sistem PDB homogen atau sistem homogen dapat dipresentasikan sebagai:
T (t) = Az (1)
Asumsikan solusi berbentuk:
T = veM (2)

dimana: X adalah skalar (selanjutnya disebut nilai eigen) dan © adalah vektor (selanjutnya disebut
vektor eigen).

Jika Pers. (2) disubstitusi ke Pers. (1), maka
\oeM = Age.
Karena ¢’ # 0, maka diperoleh:
Av=X o atau (A-X)o=0 (3)

. dengan I adalah matriks identitas.
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Solusi Sistem PDB Homogen (lanj.)

Dalam Aljabar Linier agar Pers. (3) memiliki solusi non-trivial, maka (A — AI) harus singular.
Syarat singular adalah determinannya adalah 0 (nol), sehingga:

A= M| =0 (4)

Pers. (4) adalah persamaan/polinomial karakteristik dari matriks A
e Jika matriks A berukuran n x n, maka polinomial karakteristiknya berderajat n.
e )\ disebut nilai eigen dari matriks A.
Untuk setiap A\ temukan vektor © dengan menyelesaikan (A — AI)v = 0 dimana v disebut vektor
eigen dari setiap nilai eigen .
Ada beberapa kasus yang mungkin berkaitan dengan \ (dalam matriks Asy2):
(i) A1 & Ay real dan berbeda
(i) A1 & Ao konjuget kompleks
(i) A1 & A2 kembar
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(i) M1 & X, real & berbeda

Solusi umum dari #’ = AZ adalah

. At Aot
Tgen(t) = 16" + c2e% 02

Contoh 1: Ubah persamaan diferensial tingkat 2 berikut ke dalam sistem PDB homogen:

T = Az,
y' =5y’ +6y=0
selanjutnya selesaikan sistem tersebut!

Jawab: Misalkan
r1=y — =y =

ro=1y — ab=1vy" =5y —6y=>51y— 61

atau diubah dalam bentuk matriks Z’ = A%, maka diperoleh:

=12 Yz
T |-6 5

——

A
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Dicari nilai eigen dari matriks A:
|A—XI|=0

0 1] [x 0 A1
(R e [ R P

(=N)(5—=X) —1(=6) =0
M_BA+6=0 — (A=3)(A-2)=0
A =3 atau A =2

sehingga diperoleh

Mencari vektor eigen dari nilai eigen:

dituliskan dalam matriks diperbesar -3
—6
OBE:

3 1|07 Bom-2m [ -3 1]0 Stz =0 ) _
b e — 3v; = — ) =
-6 2|0 0 0|0 . 5
misal: v1 =1 — vy =3
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L4 A2:2—>(A—>\I)1_1:()

-2 1) |vi| _ |0 dituliskan dalam matriks diperbesar -2 110
—6 3| |va| |0 —6 3]0

OBE:

=2 110} BoBe2py, | =2 110} —%szig S 5™ = |

6 310 0 0]0 . Lo S 2
misal: v1 =1 —vy=2

Jadi, solusi umum dari sistem tersebut adalah

ﬂﬂﬁéﬁﬂ+”¥ﬂﬂ

artinya:

2 dan  xo =y = 3ci1€3 + 2c0€?!

T =Yy = cle3t + coe
Catatan: Untuk perbandingan hasil, selesaikan dengan PDB tk. 2 homogen.
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(ii)) A1 & X2 konjuget kompleks

Jika A1 2 = a £ if adalah eigen-eigen dari matriks Asyo dengan eigen vektor v1 2 = a + ib,
dengan o, 8 € R dan @, b € R?, maka solusi real untuk z’ = AZ adalah

zW(t) = (@cos Bt — bsin Bt)e lusi umu _ _ _
;Z'(z)gt% = EEL sin Bt + bcos /ﬁ;eat } _— ZTgen(t) = 0135(1)(75) + ez (t) J
Contoh 2: Tentukan solusi sistem homogen ' = AZ dengan
- 2 3
LR
Jawab: Dicari nilai eigen dari matriks A:
|A— M| =0
2 3 A0 2—-A 3
H—3 2} - {0 AH:o — ’ —3 9. ‘:0 — (2-X2)%-3(-3)=0

sehingga diperoleh
diperoleh
—_—

AN 4N+ 13=0 Ao=243i

i
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Mencari vektor eigen dari nilai eigen:
* N\ =2+3i > (A-X)v=0

2 — (2 + 32) 3 v 0 dituliskan dalam matriks diperbesar -3 3 0
-3 2—(2430)| |v2] ~ |0 -3 =3i|0
OBE:
-3i 3 |0 | Bx—Baxi —1 1 |0 | Ba—Ba2x3 —1 1 |0 | Bi=Bixi
-3 —=3t|0 ® -3 =30 @ -1 — |0 )
1 t |0 | By—=B:+B; 1 4]0
1 —i|o0 > o olo
vy +ivg =0 ) .
o . diperoleh (1) _ |:—Z:|
V1 = —1Uy e v = 1
misal: v =1 —v; =—1
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® Untuk A2 = 2 — 3¢ dengan cara yang sama, maka diperoleh

-

Oleh karena itu,

Jadi, solusi umum dari sistem tersebut adalah

;i-m(t) = < (1) cos 3t — {_01] sin 3t) e?t

dan

72 (t) = ( 0 sin 3t + {_01} cos 3t) et

—_
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(iii) A1 & X2 kembar

Jika matriks Asyo memiliki nilai eigen yang sama, katakan A dengan hanya 1 (satu) vektor eigen
v, maka sistem £ = AZ mempunyai solusi

D) =My dan ZD(F) = M(0t +w) IUWN g (@) = a1ZV (@) + 2@ (1) |

dimana vektor @ adalah salah satu dari banyak solusi dari sistem berikut:

(A= Mw="1v
Contoh 3: Tentukan solusi dari sistem ' = AZ dengan
- 1[-6 4
4=1 {1 2}
Jawab: Dicari nilai eigen dari matriks A
|A— M| =0
2 —
176 4] [x 0 S6n 1 AL =0
1l-1 2| 7o |70 7 117 2y |F0 = (A+1)* =0
4 4 Az =-1

)
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Dicari vektor eigen untuk A = —1, dimana (A — A)v =0

6 1 - 1
—2 41 1 U1 0 s 1| v 0| matriks diperbesar —= 110
1 _ R _ matriks diperbesar,
e 1 e R | M =N
OBE:
_1 —
1 910 By—By— 3B 7% 110 2Vl U2 ? diperoleh  _ 2
R Y E— 0 olol™ Vo Tuy —— =]
4 2 misal: v =2 —wvy=1
Mencari vektor w yang memenuhi (A — \I)w = o:
OBE:
1 _
-1 12 32%327%31 -1 112 _i.wl twz = 2 diperoleh  _ 2
_i 1 T 6 olo — misal: w; =2 —_— = 3
42 —14w=2 —wy=3
Jadi,

200 =[] o st = ([{]e+ 7))
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